Matematical — MA31K

Exercicios a serem entregues

Prof. Eduardo de Mattos Kalinowski
Atualizado em 28 de novembro de 2007

Observacoes: Detalhe ao méaximo a sua solucdo. Apresente resultados intermedidrios obtidos
durante a resolucao das questoes.

Dia 30/07

Sem exercicios para este dia.

Dia 31/07 — Interpretacao Grafica de Sistemas Lineares

Exercicio 1:
Resolva graficamente o sistema abaixo:

X1+2x2=4

ZXI—X2:3

Faca o desenho cuidadosamente e em escala. Se possivel, use papel milimetrado.

Solucao:

R: (2,1)

Dia 02/08

Sem exercicios para este dia.

Dia 06/08

Sem exercicios para este dia.
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Dia 07/08 — Projecoes

Exercicio 2:

(a) Usando os conceitos de comprimento de vetores e projecoes, encontre uma férmula para
a drea de um tridngulo considerando seus lados como vetores.

N,

(b) Agora considere os pontos A= (1,—-1), B=(2,2) e C = (4,0). Com a férmula acima, obte-
nha a drea do triangulo formado por esses pontos.

Solucao:

(a) Dafigura, vemos que a drea pode ser obtida por
1|—
A= 3 5] m
2
Para acharmos h, fazemos
h=AC- projz AC
logo
1 —_— e . e
A= 3 5] |- s
(b)
AB =(1,3) HEH =VI+9=V10

AC =(3,1)
. — AC.AB—
proj3 AC = ——5
45|
_3+3(1 35
10

1 4 4
A==-v10-V10=—10=4
275 10
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Dia 09/08 — Planos

Exercicio 3:
Determine a equac¢do do plano que contém a reta

xX=2+t
y=-14+3t
z=-2t

e o ponto (3,2,1).

Solucao:

O vetor diretor da reta é
vi=(1,3,-2)

Naturalmente, o plano é paralelo a esse vetor.

Vamos pegar um ponto qualquer da reta, por exemplo, quando ¢ =0,
Py=1(2,-1,0)

Esse ponto pertence ao plano, assim como
Py=(3,2,1)

Entao
v2=P1Py=(1,31)

também é paralelo ao plano.

Um vetor normal ao plano é entdo

ij k
n=vixvy=|1 3 -2|=(9,-3,0)
1 3 1

Entao a equacgdo do plano é

9(x-2)-3(y+1+0(z-0)=0
9x—-18-3y-3=0
9x-3y-21=0

3x—y-7=0
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Dia 13/08 — Distancias

Exercicio 4:

(a) Explique como podemos achar a distancia entre duas retas paralelas usando os métodos
vistos na aula.

(b) Determine a distincia entre as retas

(L1) x=1+2t y=2+t z=-2t
(Ly) x=4t y=3+2t z=1-4t

Solucao:

(a) Basta acharmos a distancia de um ponto qualquer da primeira reta a segunda reta.

(b) Tomamos um ponto qualquer de L;:
A=(1,2,0)
E um qualquer de L;:

B=(0,3,1)

Entao

v=BA=(1,-1,-1)

ro = (4,2,—4) é o vetor diretor de L,
. Ira.v 4 +2(-1)—-4(-1) (2 1 2)

I0j.. v= ro = 4,2, -4)=|—-,—,

POl V= T T T ey g P

d(l,,L,) = ||v—projl.2v||

AT

Dia 14/08 — Solucdo Numérica de Sistemas Lineares

Exercicio 5:
O objetivo desse exercicio é dar uma introducao ao tipo de problemas que ocorrem na pratica
quando um computador é usado para resolucao de sistemas lineares.

Calculadoras e computadores armazenam ntmeros reais da seguinte maneira: 2007 é arma-
zenado como 0,2007 x 10%, o 7 6 0,3141 x 10!, —0,00473 é —0,473 x 1072, etc. De uma maneira
geral, temos um numero decimal M entre 0,1 e 1 (a mantissa) e um expoente k, e cada numero
é armazenado na forma +M x 10*.

A mantissa s6 pode ter um nimero determinado e limitado de algarismos, e o nimero de
digitos na mantissa é chamado o nimero de algarismos significativos.

Por causa da limitacdo no nimero de algarismos significativos, é necessario arredondar os
numeros. Por exemplo, 7 numa calculadora com cinco algarismos significativos é represen-
tado por 0,31416 x 10!, Isso introduz erros, e 4 medida que mais célculos sao feitos, os erros
tendem a se acumular.
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Para vermos o efeito desses erros na resolucdo de sistemas lineares, considere o sistema

4x+996y = 1000
753x—453y =300

Vamos resolvé-lo com aritmética exata:

4 996 1000 4 996 1000
753 —453 300 | L, — L, — 231, 0 —187950 —187950

de onde tiramos a solucao (1, 1).

Agora vejamos o que acontece se utilizarmos a aritmética com trés algarismos significativos.

O multiplicador é % =0,188 x 10% = 188. Vejamos os cdlculos da nova linha 2 da matriz:

188(4) = 0,752 x 10% = 752 753-752=1
188(996) = 0,187 x 10° = 187000 — 453 —187000 = —0,187 x 10° = —187000
188(1000) = 0,188 x 10° = 188000 300 — 188000 = —0,188 x 10° = —188000

Entao

4 996 1000 4 996 1000
753 —453 300 |L, < L, —188L; 1 -187000 -188000

Observe que nao obtivemos 0 abaixo do pivd. Com essa aritmética ndo é possivel obter 0
por causa dos erros de arredondamento. Mas simplesmente zeramos os elementos abaixo do
pivo, que nem precisariam ser calculados. Temos entdo o sistema

4x+996y = 1000
~187000y = —188000

de onde tiramos

—188000

Y= 2187000
4x+996(1,01) = 1000 . 4x+1010=1000 -. 4x=—10 - x=—2,5

=0,101 x 10' = 1,01

Note a diferenca nos valores de x.

Considere agora o sistema

47x+28y =19
89x+53y =36

(a) Resolva-o exatamente, isto é, trabalhe com fracoes.

(b) Resolva-o agora com trés algarismos significativos. Use uma calculadora, tomando o
cuidado de, sempre que for iniciar um cdlculo, apagar o nimero da calculadora e digitar
o nimero arredondado para trés algarismos significativos novamente: assim vocé estara
usando apenas trés algarismos significativos em todos os célculos. Em seguida, compare
com o resultado exato obtido acima.
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Solucao:

(@)

47 28 19 47 28 19
28 53 36]L, —L,- 21, 0 -+ =

y=-1 47x+28(-1)=19 . x=1

(b) O multiplicador é % =0,189 x 10* = 1,89 com trés algarismos significativos. Entao
47 28 19 47 28 19
28 53 36|L,—1,-1,891, 0 o1 o1

y=1 47x+28(1) =19 .-, x=-0,191

Podemos notar a grande diferenca entre a solucao e o valor obtido com aritmética apro-
ximada.

Dia 16/08 — Solucédo Simultdnea de Sistemas Lineares

Exercicio 6:
Os dois sistemas

(a) 2x1+x2=3 (b) 2x1+x=-1
4x1+3x2=5 4x1+3x=1

tém a mesma matriz de coeficientes, mas termos independentes diferentes. Resolva ambos os
sistemas simultaneamente reduzindo a matriz aumentada correspondente aos dois sistemas

21 3 -1
4 3 5 1

e usando substituicao para os dois lados direitos.

Solucao:

Reduzindo a matriz duplamente aumentada, obtemos

2] 1 3 -1
0 [1] -1 3

De onde tiramos dois sistemas equivalentes:
@ 2x3+x=3 (b) 2x1+x=-1
X2 = -1 X2 = 3

Obtemos por substituicdo reversa as duas solucoes:
(@ 2,-1) (b) (-2,3)
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Dia 20/08 — Sistemas Lineares Homogéneos

Exercicio 7:
Suponha que ¢; = (x1,x2,...,X,) € C2 = (yl, V2. ..,yn) sdo duas solucoes particulares para um
sistema homogéneo.

(a) Explique por que a soma delas c; + ¢, também é uma solucdo para o sistema.

(b) Explique por que a multiplicacdo ac; (onde a € R) também é uma soluc¢do para o sis-
tema.

Solucao:

(a) Numa equacao qualquer, temos

apx1+apxo+---+aipx,=0

ainyr+appy2+--+ainy, =0

Somando as duas equacoes, temos

aj1 X+ appXe+--+ainXptanyr+apy2+---+ainyn=0+0
ain(x1+y1)+app(xo+y)+---+aip(xp+yy) =0

Entao (x1 +yL, X2+ Y2, 0 Xp+ yn) é uma solucao.
(b) Numa equacao qualquer, temos

apx1+apxo+-+aippx,=0

Multiplicando esta equacao por a, temos

apx1+apxo+--+aipx,=0
alaj X1+ appXxz +---+ ainxy) = a(0)

ai1(axy) +a;pz(axg) +---+ajplax,) =0

Entdo ac; é uma solucao.

Dia 21/08

Sem exercicios para este dia.

Dia 23/08 — Multiplicacdo de Matrizes

Exercicio 8:
Encontre matrizes ndo-nulas A, B e C tais que AB = AC, mas B # C.
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Solucao:
Ha muitas possibilidades, mas eis um exemplo:

1 2 2 2
A‘[z 4] B‘[4 1

4 2

C=13 1

Dia 27/08 — Transpostas

Exercicio 9:
Prove que AA” e AT A sdo matrizes simétricas qualquer que seja a matriz A.

Solucao:

(AAT) Seja A m x n. Em primeiro lugar, note que a multiplicacio AA” é sempre possivel
pois temos a multiplicagdo de uma matriz m x n por uma n x m. Para provar que uma
matriz é simétrica, basta mostrar que A = AT,

= AAT
(AT A) Usamos a mesma idéia:

=ATA

Dia 28/08

Sem exercicios para este dia.

Dia 30/08 — Fatoracao LU

Exercicio 10:
Considere a matriz

1 2 -1
A=|3 6 2
-1 1 4

Fazendo o escalonamento, obtemos

-1
A=

S O =
w o N

5
3
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Por causa do 0 em [A]32, ndo podemos obter uma fatoracdo LU. Mas o escalonamento conti-
nua trocando as linhas 2 e 3, e chegamos a forma escada, que é triangular superior

1 2 -1
U=1|0 3 3
0 0 5

A matriz
1 00
P=10 0 1
010

corresponde a permutacao das linhas 2 e 3. Poderiamos trocar essas linhas de A antes de
comegar o escalonamento, e obteriamos U acima.

Calcule PA, e obtenha a fatoracao LU de PA, isto é, encontre L e U tais que PA = LU.

Solucdo:

[1 2 —1] 1 2 -1

PA=|-1 1 4 |Ly<Ly+14 — 0 3 3
| 3 6 2 |L3—L3-3L 0 0 5
1 0 O0]f1 2 -1

PA=1]-1 1 0|0 3 3
[ 3 0 1]]10 0 5

Dia 03/09

Avaliagao 1.

Dia 04/09 — Espacos Vetoriais

Exercicio 11:
E possivel ter um espaco vetorial com apenas um elemento (que serd o elemento nulo da-
quele espaco). Porém, nao é possivel ter um espaco vetorial com dois, trés, ou qualquer outro
numero finito de elementos: se um espaco vetorial tiver dois ou mais elementos, ele tera que
ter um numero infinito de elementos. Explique por qué.

Solucao:

Se tivermos, além do vetor nulo, outros vetores, podemos usar as operacoes que fazem
parte do espaco vetorial para obter novos vetores: somando dois vetores, ou multipli-
cando um vetor por um escalar, obtemos um novo vetor que também pertence ao espaco
vetorial. Entdo sempre podemos obter novos vetores a partir dos existentes, de forma que
o numero de vetores € ilimitado.

Pagina 9



Dia 06/09 — Subespacos

Exercicio 12:
Determine se o conjunto de todas as matrizes diagonais 2 x 2 é um subespaco de R?*2,

Solucao:
. a 0 by . . . ~
Sejam A = eB= duas matrizes diagonais 2 x 2. Entao
0 ay 0 bg
_|la O by 0 _|lar+ by 0
A+B= 0 a 0 bg - 0 ar + bg

que também é uma matriz diagonal, entdo o conjunto é fechado em relacdo a soma. Além
disso,

a) 0
0 ay

aa; 0
0 aa

aA=«a

que também é uma matriz diagonal, logo o conjunto das matrizes diagonais é fechado
com relacdo a multiplicacdo com escalar também. Isto confirma que se trata de um su-
bespaco do R2.

Dia 10/09 — Independéncia Linear

Exercicio 13:

Sejam v, e v» dois vetores de um espaco vetorial V. Mostre que {vy,v»} é linearmente depen-
dente se e somente se um vetor é multiplo de outro.

Solucao:

(=) Assuma que o conjunto € linearmente dependente. Entdo um vetor pode ser escrito
como combinacao linear dos outros. Seja v, esse vetor, entdo v, = avy, logo v, é multiplo
de V1.

(<) Assuma que um vetor, digamos v,, é multiplo do outro, isto é, v, = av;. Entdo v, é
combinacao linear dos outros vetores, e o conjunto € linearmente dependente.

Dia 11/09 — Bases

Exercicio 14:
Considere os vetores

1 2 2 3 1
V] = 2 , Vo = 5 , V3 = 3 , Vg = 8 , V5 = 1
2 4 2 13 0

O conjunto {vy,Vs,V3, V4, Vs} gera R, mas ndo é linearmente independente. Retire um ou mais
vetores desse conjunto para obter uma base para R3.
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Solucao:

v3 = V] + V5, logo v3 pode ser descartado. Da mesma forma, v4 = 2vy +v» — 5, entdo v, é
descartado.

Os demais trés vetores formam um conjunto linearmente independente, o que verifica-
mos montando uma matriz com esses vetores nas colunas e vendo que ela é nao singular
(tem posto 3):

1 2 1 1] 2 1
251 - |o [1] -1
2 40

0 o0 [-2]

Dia 13/09

Sem exercicios para este dia.

Dia 17/09 — Vetores de Coordenadas

Exercicio 15:
Prove o resultado a seguir:

[CKlVl +a2v2+---+anvn]@ = [vl]@+a2 [Vg]gg-i-"'-i-an [Vn]@

Dica: Use a inducao matematica.

Solucao:

Inicialmente, observe que para n = 1, o resultado é valido, conforme o teorema visto em
aula.

Suponhamos que o resultado valha para algum k. Vamos provar entdo que ele vale para k+
1.

[@1Vy + Qoo + -+ Vi + Qg1 Vi1
=[(a1vi+aavo+-+ ApVi) + X+ 1Vi+1] 2 Usando o teorema sobre soma,
=la1vi+aavo+ -+ Qi g + (A k41 V1] 2
=[avi+arvo+ -+ apvilg + Qi1 [Vi+1lz Pela hipotese de inducao,

=arilg+az[Volg+ -+ ag[Vilg + ks Vi1l g

Dia 18/09 — Mudanca de Base

Exercicio 16:

(@) Sejam %, € e & bases para um espaco vetorial V. Prove que

Ca9=Ce¢a2Ca¢
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(b) Um caso especial é quando €6 =.#, a base canOnica. Neste caso,

Cz9=Cs9Ca.9=(Ca.9) 'Ca.y

Isto nos d4 uma outra maneira de obter a matriz de mudanca de base, envolvendo a
inversao de uma matriz e a multiplicacdo de duas matrizes, mas com a vantagem de

serem matrizes facilmente obtidas.

Use este método para achar Cg 4 para o exemplo das matrizes simétricas visto em aula,
e confirme que os resultados sdo iguais.

OBS: Na prética, este método é mais trabalhoso que achar Cg « diretamente.

Solucao:

(@) Sejam vum vetor de V.

Vl¢ = Ca,« [Vlz
[Vlg = C¢,9 [V]¢
" Vlg = Ce,9Can«¢ (V]2

Ca9=Ce¢aCa¢

paratodoveV

Entdo C¢ 9 Cx « é a matriz de mudanca de base de 98 para &, logo

(b)
2 0 1
Cz,s=10 1 -1
0 0 1
11 3 -1 -1
Cev=|1 2 Cesr) '=|-1 1 o0
11 -1 0 1
(6 -1 3
(Ce) Capop=|-2 1 -2
~2 0

Dia 20/09 — Espaco Coluna

Exercicio 17:
Sejam Ay, xp € Byxp. Mostre que

R(AB) € Z(A)

Isto é, mostre que todo x € Z(AB) pertence também a Z(A).
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Solucao:

Sejay e Z(AB). Entao existe um x € R” tal que
ABx=y

Chame Bx =w. Entao
Aw=y

Entaoye Z(A), e Z(AB) € Z(A).

Dia 24/09

Sem exercicios para este dia.

Dia 25/09 — Os quatro subespacos fundamentais

Exercicio 18:
Ache bases para os quatro subespacos associados a matriz A. Indique as dimensodes desses

espacos.
-3 1 3 4
A=|1 2 -1 -2
-3 8 4 2
Solucao:

Reduzimos a matriz A a forma escada, e obtemos

1 3 4
E(A)=| 0 0 -2
0 0 0

Para uma base de Z(A), pegamos as trés primeiras colunas de A, ja que ha pivos nas trés

primeiras colunas de E(A):
3
, |1 , dim(%£(A) =3
4

1
%(A)—ger({ , [2
8

Para uma base de Z(A”), pegamos as linhas nao-nulas de E(A):

]

-3
1
-3

. dim(@AH) =3

N O N O
o = O O

-3
R(AT) = ger é )
4
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Para achar uma base para o nucleo, resolvemos o sistema linear homogéneo com matriz
de coeficientes A:

X3:0

2
TXp=2X4 .. Xo = §X4

10
_le = —4X4 — X2 .. _3x1 — _4x4_ ;x4 X = 7X4
10
g
- 7
X=a 6
1
Entao
10
2 .
N (A) = ger 0 , dim(A(A) =1
7

Agora achamos a transposta de A e resolvemos o sistema homogéneo A’x = 0:

-3 1 -3 -1
1 2 8 0 3
3 -1 4| — |o o
4 -2 2 0 0 0

X3 = 0 X2 = 0 X1 = 0
N (AT =10}, dimy(AT) =0

Dia 27/09 — Transformacoes Lineares

Exercicio 19:
Prove que para qualquer transformacao linear 7: U — V, T(0) = 0.

Solucao:

Sejave U.

Tr0)=70v=0Tv)=0
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Dia 01/10 — Matrizes de Transformacoes Lineares

Exercicio 20:
Considere a transformacao linear

3a+7b—-2c-5d 8a+14b-2c-11d

. p. _, TR2X2 2 =
Tibs = RS Tatbx+ex™+d) =\ ) ap oc16d 12a+22b—4c—17d

Seja p(x) =3 — x+2x> —5x3.
(a) Calcule T'(p(x)) diretamente.

(b) Considere as bases canonicas

B=11,x,x°, x5}

ol R 2 )

00
para P3 e R?*2, respectivamente. Ache [T]4«, € em seguida [p(x)] 4+ Faga uma multi-
plicacao de matrizes para encontrar [T( p(x))]%. Com base nessa representacao, encon-
tre T'(p(x)).

(c) Agorasejam

y )

10

00]

F={1+x—x°+2x, - 1+2x+2x3,2+x-2x>+3x3, 1+ x + 2%}

1 1] [-1 2] [2 1] [1 1
o=l 1o o}

0 2] [-2 3] |0 2
bases para P; e R?*?, respectivamente. Ache [T] F.%, € [ p(x)] > € use isso para encon-
trar [ T(px)) ] - Finalmente, encontre T'(p(x)) com base na sua representacdo na base 4.

) )

Solucao:
(a)

T(3—x+2x2—5x3):[_siz_zgfi—zio §é:§§:§132 :[_2330 Sﬂ
(b)

T(b1)=[_34 182] T(bZ):[_?gg ;3]

T(bg)Z[_Zz :i] T(b4)=[_65 :i;]

3 7 -2 -5
8§ 14 -2 -11

12 22 -4 -17
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(©

3 7 =2 =5 3 23

8 14 -2 -11||-1 61
[T =Masp@lz=|_, g 5 6 ||2]7 |30
12 22 -4 -17||-5 91
23 61
T(p(x))—[_30 91]
[(3+7+2-10 8+14+2-2 2 2
TE)=| _4_g_2+12 1242244~ 3] [ 2 4] 8
Th,) = [—-3+14—10 -8+28-22 1 =27
271 4-16+12 -12+44-34] |0 -2|
Tis) = [ 6+7+4-15 16+14+4-33 2 1
Y7 |-8-8-4+18 24+22+8-51 —2 3|78
[(3+7-10 8+14-22
TE)=|_4_gs12 12422-34 [0 0]
Entao
2 0 00
0 -1 00
(Tz9 = 0 0 1 0
0 0 00

Para acharmos [p(x)] 5, fazemos

a1(l+x—x2+2x) +ar(-1+2x+2x) + a3+ x—2x2 +3x3)+

+a4(1+x+2xS):3—x+2xz—5x3

De onde tiramos o sistema com matriz aumentada

1 -1 2 1 3 1 0 0 0 32
1 2 1 1 -1 010 0 -7
-1 0 -2 0 2 0010 -17
2 2 3 2 -5 00 01 -2
32
7
Assim, [p(x)] 5 = 170 Agora fazemos a multiplicacao:
-2
2 0 00 32 04
0 -1 0O -7 7
[TrD]y=Tze[P®le=y o 1 ol |217] = |17
0 0 0O -2 0

Agora achamos T (p(x)):

1 0]..0 1 0 0] _[23 6l
T(p(x))_64g1+7gz—17g3+0g4—64[0 0]”[0 0]—17[1 o]‘[—so 91

|
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Dia 02/10 — Novas TLs a partir de Antigas

Exercicio 21:
Considere as duas transformacdes lineares

L2, a
T:R°— Py, T([b

) = (—a+3b)+ (2a+4b)x + (a—2b)x*

2a+b+2c a+4b-c

. D _, TR2X2 2y _
L: P,—-1R""%, L(a+bx+cx°) _a+3c  3a+b+2c

e bases para R?, P, e R?*?, respectivamente

(L

1
€ =1{1-2x+x% —1+3x,2x+3x%}

S| Pty A P

(a) Encontre as matrizes [T]gz ¢ € [Ll¢ 9.

(b) Ache uma expressao para Lo T, lembrando que (Lo T)(v) = L(T(v)).

(c) Com a expressdo acima, obtenha [Lo T]g . Multiplique as matrizes [Ll¢ g e [T]s,%
obtidas anteriormente e compare os resultados.

Solucdo:
(a) Inicialmente, vamos encontrar [T]g,¢:
T(by) = (=3+3)+ (6+4)x+ (3—-2)x* = 10x + x°
T(by) = (-2+3)+ @4 +4)x+(2-2)x*=1+8x
Para achar [T (b;)]« € [T (b2)], montamos os sistemas
a1(1-2x+x%) + aa(—1+3x) + a3(2x +3x%) = 10x + x°
ai(1-2x+x%) + aa(—1+3x) + a3(2x +3x%) = 1 +8x

De onde montamos a matriz

1 -1 0 0 1] 1 00 28 33

-2 3 2108 — [010 29 32

1 0 3 1 0 001 -9 -11
28 33 ]
[Tl =29 32
-9 —11]

Agora vamos encontrar [L]¢ g:

ey [2m2+2 1-8-1] 12 -8
VTl -1+3 3-2+42] |2 3
[—2+3 —-1+12 1 11
Led=1 1 343 _[1 0]
2+6 8-3] [8 5
Le)=1"9 2.6 _[9 8]
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Agora montamos uma equacao para achar [L(c;)]g:

2 -3
2 2

-2
1 -1

1 -1
1 2

-1 2
0 O

+ ay

2 -8
2 3

aq + Qo + as

Obtemos um sistema, e fazendo o mesmo processo, outros sistemas com 0 mesmo
lado esquerdo para cada um dos vetores. Com isso montamos a matriz

1 1 -1 2 2 1 8 1 00 0 -11 26 34
-2 -1 2 -3 -8 11 5 0100 -21 51 67
1 1 0 2 2 1 9 0010 O 0 1
-1 2 0 2 3 0 8 0 00 1 17 -38 -46

-11 26 34

-21 51 67

17 -38 -46

(b)

(Lo T)(

Z]) = L(T((—~a+3b) + Ra+4b)x+ (a—2b)x?))

_ 2(—a+3b)+(2a+4b)+2(a-2b) (—a+3b)+4(2a+4b)—(a—2b)
a —(—a+3b)+3(a-2b) 3(—a+3b)+(2a+4b)+2(a—-2b)
2a+6b 6a+21b
4a-9b a+9b

(©

6+6 18+21 12 39
(LoeDbI=115_g 349 ‘[3 12]

44+6 12+21 10 33
(LoDb)=1g_g 549 ‘[—1 11]
2, oL O e - I P I A
1 -1 211 2 310 o ™2 2| |3 12
2, -1 o[t 2], [2 3] [0 33
T -1 7721 2 310 ol ™2 2| |-1 11
1 1 -1 2 12 10 1 000 114 95
-2 -1 2 -3 39 33 010 0 237 202
1 1 0 2 3 -1 0010 -9 -11
-1 2 0 2 12 11 0 00 1 —-174 -149

114 95

237 202

-174 —149

-11 26 34 114 95
-21 51 67 [28 33] 237 202

17 -38 —4¢| 79 ~U -174 -149
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Dia 04/10 — Semelhanca

Exercicio 22:
Prove que, se A~ Be B ~C, entdo A ~ C. Em outras palavras, prove que a relacao de seme-
lhanca é transitiva.

Solucdo:

Como A ~ B, existe S tal que
A=S"'BS

Como B ~ C, existe R tal que
B=R'CR

Entao
A=S"'R'CRS

Chamando Q=RS,Q '=S"'R7 1 e

A=Q'BQ

Logo, A~ C.

Dia 08/10 — Transformacoes Lineares Injetoras

Exercicio 23:
Prove que,se T: U — V e L: V — W sdo injetoras, Lo T é também injetora.

Solucao:
Sejamxeye U. Assuma que
(LoT)(X) = (Lo T)(x)
L(Tx) = L(T(y)

Tx)=TI(y) L é injetora
X=y T é injetora

Entdo Lo T é injetora.

Dia 09/10 — Transformacdes Lineares Sobrejetoras

Exercicio 24:
Prove que,se T: U — V e L: V — W sao sobrejetoras, Lo T é também sobrejetora.
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Solucao:

Sejaw e W. Como L é sobrejetora, existe um v e V tal que L(v) =w. E como T é sobreje-
tora, existe um u € U tal que T'(u) =v. Entao

(Lo T)(u) = L(T(w)
=L)

=W

Desta forma, para qualquer we W existe um u € U tal que (Lo T)(u) =w, e portanto Lo T
é sobrejetora.

Diall/10

Sem exercicios para este dia.

Dia 15/10

Avaliagdo 2.

Dia 16/10 — Transformacdes Lineares Inversiveis

Exercicio 25:
Seja T: U — V uma transformacao linear e seja dim(U) # dim(V). T pode ser inversivel?
Explique.

Solucao:

Nao. Suponha que T € inversivel. Sabemos que
n(T)+r(T) =dim(U)

Como T é injetora, n(T) =0. Como T é sobrejetora, r(T) = dim(V). Entao
0+dim(V) =dim(U) ... dim(U) = dim(V)

o que contradiz a hip6tese, logo T ndo é inversivel.

Outra maneira de explicar é: Suponha que T € inversivel. Entdo T é injetora, e dim(U) <
dim(V). Mas T é também sobrejetora, entao dim(U) = dim(V). Logo dim(U) = dim(V).

Dia 18/10

Sem exercicios para este dia.
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Dia 22/10 — Isomorfismos

Exercicio 26:
Sejam U, V e W trés espagos vetorias. Mostrequese U=V e V=W, entao U= W.

Solucao:
Como U = V, existe uma transformacao linear inversivel 7;: U — V,ecomo V = W, existe
uma transformacao linear inversivel T»: V — W. Seja agora

T:U—-W, T=ToT,

T, e T, sdo injetoras, logo T é injetora. T; e T, sdo sobrejetoras, logo T é sobrejetora.
Entdo T é inversivel, e U= W.

Outra maneira de mostrar isso é observando que se U = V, dim(U) = dim(V). Mas se
VZ2W,dim(V) = dim(W). Portanto, dim(U) = dim(W) e U e W sdo isomorfos.

Dia 23/10 — Espacos Ortogonais

Exercicio 27:
3
E possivel o espaco linha de uma matriz conter o vetoru = | 1| e o espaco nulo conter o vetor
2

2
V= [— 1] ? Explique.x
-1

Solucao:

Nao, pois (u,v) = 3, logo u e v ndo sdo ortogonais, mas Z(A’) L 4 (A), logo qualquer
vetor de Z(AT) tem que ser ortogonal a qualquer vetor de A (A).

Dia 25/10

Sem exercicios para este dia.

Dia 29/10 — Bases ortonormais

Exercicio 28:
Explique por que qualquer conjunto ortogonal de n vetores é uma base para o R”.

Solucao:

Um conjunto ortogonal é sempre linearmente independente. Entao temos um conjunto
linearmente independente de n vetores. Podemos entao afirmar que é uma base, pois
qualquer conjunto linearmente independente de n vetores do R” gera este espaco.
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Dia 30/10 — Gram-Schmidt

Exercicio 29:
Considere o espaco P3 com o produto interno

1
(p(x),q(x)) = f ) p(x)q(x)dx

Considere também conjunto S = {1, x, x2, x3). Aplique o processo de Gram-Schmidt a esses
vetores para obter uma conjunto ortogonal de polindmios (ndo é necessario normaliz4-los).
Os polindmios obtidos dessa maneira sao os Polinomios de Legendre. O processo poderia ser
continuado com x*, x°, etc.

Solucao:
q =1
(2 = X—Pproj,, Vo =X <Vz’ql>q
2=X— 2=X- 1
@ (q1,q1)
1
fxdx 0
_ -1 _
=X—— (1)—x—§(1)
ldx
-1
=x

5 (vq)  (v3,q2)
q1 — 2
(aq1) ~  (q2,92)

1 1
f x*dx f x®dx 2
2_J-1 -1 3

5 0
e D -— xX)=x —5(1)—236
fldx fxzdx 3
-1 -1
:.)(:2—1
3

_ .3 <V4’q1> <V4,(I2> <V4,(13>
= qi— q2 — 3
(quq) - {q2q)  {(q3,q3)

1 1 1 1
f xdx f xtdx f x> (x2 — —) dx
3 J- -1 -1 3 (x2 1)

= - () - () — =5 7
f ldx f x*dx f (xz——) dx
-1 -1 -1 3

0 5 0 1

3 5 2

=X ——(D—;(x)—?(x ——)
2 2 e 3
3

=x>-Zx
5

[\

w

Dia01/11

Sem exercicios para este dia.
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Dia 05/11 — Normas

Exercicio 30:
Seja d,(u,v) = [[lu—Vl, isto é, a distdncia medida pela norma uniforme. Considerando o R2,
qual a interpretacdo geométrica para dy,(u,v)?

Solucao:

Dados os pontos terminais dos vetores u e v, d,(u,v) é a maior entre as distancias d; e d»
da figura, as distancias horizontal e vertical entre os pontos.

Dia 06/11 — Minimos Quadrados

Exercicio 31:
Podemos usar o método de minimos quadrados também para aproximar pontos por outras
curvas que nao uma reta. Por exemplo, queremos a parabola que melhor aproxima os pontos
(-1,1), (0,-1), (1,0) e (2,2). Para encontra-la, procuramos os escalres a, b e ¢ que geram a
pardbola y = a + bx + cx? que corresponde a0 menor erro.

Substituindo os pontos na equagdo, vocé encontrard um sistema incompativel. Resolva-o por
minimos quadrados e obtenha a equacdo da pardbola.

Solucao:

Substituindo os pontos, obtemos

a-b+c=1

1 -1 1 1

a =-1 1 0 0 Z -1
a+b+c=0 1 1 1 . )
a+2b+4c=2 1 2 4 2

As equacoes normais sao

4 2 6
2 6 8
6 8 18

cuja solucao é

SO
Il
© W N
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Entao a pardbola que melhor aproxima os pontos é

Dia 08/11 — Calculo de Determinantes

Exercicio 32:
Encontre todos os valores de A para os quais o determinante da matriz abaixo € 0:

1-1 2 3

Solucdo:

-3

—_13_992 —
—I—A‘_ 2222 +70 -4

-2-A
Ap=Q1 —/1)‘ 9
-1 -3
1 -1-A
‘—1 -2-2

Aqp

, :2‘ ‘:2/1+8

Aj3=2 =31+12

»

| )

det(A) = A1 — A1+ A3
=-A3-2124+71-4—-(21+8)+31+12
=-A3-22%+81

Agora igualamos a 0:

~A3-22%+81=0
~AA%2+21-8)=0
A=00uA?+21-8=0. . A=—-4oulr=2

ReA=-4,1=00uAl=2.
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Dia 12/11 — Propriedades dos Determinantes

Exercicio 33:
Mostre que det(A™1) =

se A é ndo-singular.
det(A) &

Solucao:

Se A é ndo singular, A~! existe e AA™! = I. Entdo

det(AA™Y) = det(])
det(A)det(A™H) =1

det(A™h) =

det(A)

Dia13/11

Sem exercicios para este dia.

Dia 19/11 — Diagonalizaciao

Exercicio 34:
Para uma matriz quadrada A, podemos calcular A multiplicando-se n vezes:

A'=AA---A

Mas se A for diagonalizavel, isto é, se A= XDX -1 podemos simplificar os cdlculos fazendo

A"=(xDXx HxbxYH---(xDx™H
=XDD---DX!
=xDp"x!

Calcule A® para a matriz abaixo:

4 1
2 5

-

Solucao:

A matriz tem autovalores 1; = 3 e 1, = 6 com autovetores correspondentes

ol

1
X) = 1

Entao

=l )
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Calcular D> é facil:

35 0
5 _
=y o)

Entao

A5 = 1 1][3° 0 1 1 ‘1_ 2754 2511
-1 2|0 e&|||-1 2 ~ 15022 5265

Dia 20/11

Sem exercicios para este dia.

Dia 22/11 — Conicas

Exercicio 35:
Identifique e esboce a conica

13x* —6V3xy+7y* +(8+16V3)x— (16 —8V3)y + 16 =0

Solucao:
A matriz A é

13 -3v3
A= f]

_3\/§

que é diagonalizada por

Q:

]
DN|— Nél
gy

ol

0 4

Fazemos a mudanca de varidveis x = Qx. Isso elimina o termo misto. Os termos em x e y
sdo [8+16v3 —16+8v/3]x, logo se tornam

3

NS

1
s|x=[32 16]x

2

[8+16V3 -16+8V3]Qx=[8+16v3 -16+8V3]

D=

Temos entao

165° + 47 + 32X +167+16 =0

AX°+ )P +8X+47+4=0

A(X* +25) + (P +47) = -4

A(X° 425+ 1)+ (P +4y+4) = —4+4+4
4E+1D*+(+2)2 =4
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Agora chamamos ¥ =x+1e j = y+2, e obtemos
43+ =4

3%+ 7 _ 1
4

que é a equacao de uma elipse:

y

qz

=

qQ

Dia 26/11

Sem exercicios para este dia.

Dia 27/11

Avaliagao 2.
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